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超特別アーベル多様体によるエクスパンダー族の構成とその暗号応用に向けて
Construction of expander families from superspecial abelian varieties

toward cryptgraphic applications
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あらまし
頂点集合を超特異楕円曲線とし、同種写像を用いて辺
を定義することで得られるグラフを超特異同種写像グラ
フとよぶ。Pizer[6]は、これらのグラフがエクスパンダー
族をなすこと、より強くラマヌジャングラフの族である
ことを証明した。
エクスパンダー族は連結な無向正則グラフの族で、疎
で高い連結性および疑似ランダム性を持ち、理論計算
機科学において幅広い応用を持つ。ラマヌジャングラ
フはその中でも最適なグラフとして定義される。実際、
ラマヌジャングラフの構成として Pizer[6]による超特異
同種写像グラフの他に Lubotzky-Phillips-Sarnakによる
LPSグラフ [5]などが知られているが、Charls-Lauter-

Goren[2]はこれらのグラフを利用した暗号学的ハッシュ
関数を構成した（ただし、LPSグラフに基づく暗号学的
ハッシュ関数は現在では破られている）。その後、Pizer

によるラマヌジャングラフは、与えれら他 2つの楕円曲
線間の同種写像の計算困難性に基づく鍵共有方式である
SIDHの構成に応用され、今日における同種写像暗号分
野の確立に本質的に寄与した。
しかしながら、このような著しい性質を持つグラフの
構成は数学的に困難なタスクであり、知られている例も
多くない。一方で、数学的な観点から、Pizerによる超
特異楕円曲線に対する結果を、高次元化した対象である
超特別アーベル多様体に拡張できるかどうかを問うこと
は自然である。近年、[3]や [4]等で、超特別アーベル多
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様体によるグラフの研究が行われているが、非自明な自
己同型の存在によって、これらのグラフの構成では有向
なグラフにならざるを得なかった。そこで本研究では、

アーベル多様体とそれらの間の同種写像から
エクスパンダー族を構成できるか？

という問いを立てる。
本研究で我々は、超特別アーベル多様体のグラフをシ
ンプレクティック群のダブルコセットと解釈することで、
肯定的な解答を与える。すなわち、我々は超特別アーベ
ル多様体から無向正則グラフの族を構成し、それらがエ
クスパンダー族であることを証明した [1]。
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