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位数が4kの有限体上楕円曲線の点の位数の判定法
Determining the evenness of order of points on elliptic curves on

finite fields with order of 4k
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あらまし
位数が 4k(kは奇素数)である有限体 Fp上楕円曲線 E

に対して，点 P の位数は 1，2，4，k，2k，4kのどれか
になる．一般に暗号では位数 kの点を用いるが，その他
の位数の点の使用は脆弱性の原因になるかもしれない．
Oでない P に対して kP = Oとなるならば点 P の位数
は kと確かめられるが，この計算のコストは高い．本稿
では，E(Fp)の 2次の指標 (E(Fp)から {1,−1}への準
同型写像)と half point計算 (P = 2Qとなる点を計算す
ること)による点の位数が kかどうかを判定する効率的
なアルゴリズムを提案する．
#E(Fp) = 4k の時，位数 2を持つ点を (0, 0)にする
座標変換により，E/Fp を

E/Fp : y2 = x3 + ax2 + bx (1)

という形にすることができる．暗号高速実装に適してい
るMontgomery曲線By2 = x3 +Ax2 + xもBが Fp上
平方元の時は (1)の形にできる．以降では，E/Fpは (1)

で与えられるとする．
P ∈ E(Fp)の half point Q ∈ E(Fp)が存在する時，P

の座標と E の係数 a, bから Qを計算することができる
[1]．なお，計算過程で平方根計算が必要となる．
写像 ϕ : E(Fp) → {1,−1}を次のように定義する．

O 7→ 1

(0, 0) 7→ b(p−1)/2

(x1, y1) 7→ x
(p−1)/2
1 (x1 6= 0)

すると，ϕは準同型となる [2]．(P,Q ∈ E(Fp)に対して
ϕ(P +Q) = ϕ(P ) · ϕ(Q)が成り立つ．)
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#E(Fp) = 4k (kは奇素数)の時，Sylowの定理より，

E(Fp) ' Z/4Z× Z/kZ (2)

または
E(Fp) ' Z/2Z× Z/2Z× Z/kZ (3)

となる．(2)の場合，点 P ∈ E(Fp)の位数が kであるか
どうかの判定法は [2]で与えられている．(3)の場合，

アルゴリズム 1の出力が 1 ⇔ P の位数は k

となることを，E(Fp)が (3)という構造を持つこと，half
pointの性質，ϕの準同型性，を使って示す．

アルゴリズム 1 (点の位数判定)

入力 (O 6=)P ∈ E(Fp)

出力 0か 1

1. P の位数が 2か 4ならば，0を返す
2. ϕ(P ) = −1ならば，0を返す
3. P の half point Q ∈ E(Fp)を 1つ計算する
4. ϕ(Q) = −1ならば，0を返す
5. 1を返す
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